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Matematica
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1. a) Aflati diferenta dintre cel mai mare numar de patru cifre si cel mai mic numar de trei
cifre distincte.

b) Determinati x din egalitatea:

2015 x [2015 — (2015 — 2015: x)] = 2015

2. Intr-o clasa sunt 16 elevi. Stiind c& la un test Stefan a facut 7 greseli, iar ceilalti au facut
fiecare mai putine greseli decét el, sa se arate ca exista cel putin 3 elevi cu acelagi numar de
greseli.

3. Fie sirul de numere 2, 9, 16, 23,........

a) Completati sirul cu inca doi termeni

b) Aflati suma primilor 20 de termeni

c) Care este cel de-al 2015-lea termen al sirului?

4. Cate numere pare de patru cifre se pot forma cu ajutorul cifrelor 0, 3, 6, 9 ? Justificati
raspunsul.

Nota

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare subiect va fi notat cu puncte intre 1 si 10.
Timp de lucru: 2 ore
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Problema 1
a) Cel mai mare numar de patru cifre este 9999. Cel mai mic numar de trei cifre distincte este
102. Diferenta este 9897
b) 2015 — (2015 —-2015:x) =1
2015 —2015:x = 2014
2015:x =1
x = 2015
Problema 2
Fiecare copil, in afara de Stefan, poate avea 0,1,2,3,4,5,6 greseli, adica 7 variante de numar de
greseli. Daca exista maxim doi copii, in afara de Stefan, cu acelasi numar de greseli, in clasa vor fi maxim

2 x7+1=15 elevi. Fals. Deci exista cel putin trei elevi care au acelasi numar de greseli

Problemas3

a) Diferenta a doi termeni consecutivi este 7. Urmatorii termeni sunt: 30 si 37
b) S=2+9+....+135=(2+135) + (9+128) +....+ (65+72) =137%x10 =1370

c) al doilea termen este 2+7; al treilea termen este 2+7x2 .... al 2015-lea termen este
2+7x2014 =14100

Problema 4

abcd numarul format cu cifrele 0,3,6,9 . abcd par atunci d poate fi 0 sau 6.

abcd numar de patru cifre atunci a poate fi 3,6, sau 9, iar b sic pot fi 0,3,6,9.
Se pot forma 2x3x4x4=96 de numere
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Matematica - Clasa a IV-a Barem de notare

Problema 1 Oficiu 1p
a) Cel mai mare numar de patru cifre este 9999. 1p
Cel mai mic numar de trei cifre distincte este 102 1p
Diferenta este 9897 1p
b)
2015 — (2015 —2015:x) =1 2p
2015 —2015:x = 2014 2p
2015:x = 1 1p
x = 2015 1p
TOTAL 10p|
Problema 2 Oficiu 1p
Fiecare copil, in afara de Stefan, poate avea 0,1,2,3,4,5,6 greseli, adica 7
variante de numar de greseli. 3p
Daca exista maxim doi copii, in afara de Stefan, cu acelasi numar de greseli,
in clasa vor fi maxim 2 x7+1=15 elevi. Fals. 4p
Concluzia 2p
TOTAL 10p|
Problema 3 Oficiu 1p
c) Diferenta a doi termeni consecutivi este 7.
Urmatorii termeni sunt: 30 si 37 2p

b) S=2+09+...+135=(2+135) + (9+128) +....+ (65+72) =137x10 =1370  3p

¢ ) al doilea termen este 2+7; al treilea termen este 2+7x2 .... al 2015-lea termen este
2+7%x2014 2p

Calcul : al 2015-lea termen este 14100 2p

TOTAL 10p|
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Problema 4 Oficiu 1p

abcd numarul format cu cifrele 0,3,6,9

abcd par atunci d poate fi 0 sau 6 2p
abcd numar de patru cifre atunci a poate fi 3,6, sau 9 3p

b si ¢ pot fi 0,3,6,9 2p
Se pot forma 2x3x4x4=96 de numere 2p

TOTAL 10p|
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1. In trei [3zi sunt 72 de mere. Mutdm din prima lad3 in a doua atatea mere cate erau in a doua lada si apoi
mutam din a doua in a treia lada atatea mere cate erau in a treia. Din lada a treia mutam in prima lada
atatea mere cate au mai ramas n ea. Astfel, in cele trei [azi sunt acum acelasi numar de mere. Cate mere
erau initial in fiecare lada?

2. Aratati ca:

a) numarul 5™ + 3 se divide cu 4, oricare ar fi numarul natural n.

o n n o . . v
b) Numarul 257 +3 + 757%3 nu este patrat perfect, oricare ar fi numarul natural n.

3. Determinati suma numerelor naturale a,b,c stiind ca au loc simultan egalitatile:

a—b=31sia-b—2¢=2015.

4. Sa se demonstreze ca orice numar natural mai mare sau egal cu 10 este mai mare decat produsul
cifrelor sale.

Nota

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare subiect va fi notat cu puncte intre 1 si 10.
Timp de lucru: 2 ore

S1
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Concurs de selectie Centrul Judetean De Excelenta Dolj

Matematica - Clasaa V-a
-21.02.2015
Solutii clasa a V-a:

1. Notam cu @ numarul de mere din prima lada, b numarul de mere din a doua lada, ¢ numarul de mere
din a treia lada.

La inceput avem repartitia : I=q, llI=b, llI=c.

Dupa primul pas avem repartitia: I=a-b, lI=2b, lll=c.

Dupa al doilea pas avem repartitia: I=a-b, lI=2b-c, llI=2c.

Dupa al treilea pas obtinem: I=2(a-b), 11=2b-c, llI=2c - (a-b)

Deoarece la sfarsit avem cantitati egale, obtinem:

2(a-b)=2b-c=2c—(a—-b)=72:3=24, de unde rezultd cd a—b=12si

2c—-12 =24, c =18 mere in lada a treia.

Dinrelatia2b—c=2c-(a-b)= 2b+a-b=2c+c=a+b=3c=a+b=54.Dara-b=12.

Din ultimele doua relatii obtinem ca a =33 mere in prima lada si b=21mere in a doua lada.

2.a)Cazuln=0;5°+3=1+3=4;

Cazuln>1;5"+3=5"1.51+3=5"14+1)+3=4-5"14+5"14+3=4.5""145.572 4
+3=4-5"14+4.5"2 457243 =4.5""14+4.5"2 ...+ 4.5244.5+(5+3) =

=4-(5"14+5"24+ ..+ 52+ 5+2).

b) U(25"+3 4 75"+3) = U(2% 4 7*P) = 7, ceea ce inseamnd ci 25"*3 4+ 75"+3 ny este pitrat perfect,

oricare ar fi numarul natural n.

3. Dina — b = 31 rezulta ca a si b au paritati diferite, deci a - b este par.

Deoarece a- b — 2¢ = 2015 si 2015 este impar, deducem ca2¢ este impar,decic =0sia-b = 2016.
Unul dintre numerele a sau b este un divizor impar al lui 2016.

Avem 2016 = 2> - 32 - 7 si divizorii impari ai lui 2016 sunt 1,3,7,9,21 si 63. Scriind 2016 ca un produs de
doua numere de paritati diferite si analizand toate posibilitatile obtinem solutia unica a = 63,b = 32, iar
a+b+c=95.

4. Fiek =a,_1a,_; ...a,ay, unden EeN,n > 2;
k =10""": ay_4+ Typ . a1do;

k >10""1 an (1);

10" "1 =10-10-...-10 >an- @n-3- ... - A1 Ao (2)

Din relatiile (1) si (2) deducem k>a,_; - ap-2 ... * a1 A



Barem de corectare

MINISTERUL EDUCATIEI
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Clasaa V-a

Problema 1 Oficiu 1p
La inceput avem repartitia : I=a, ll=b, lll=c 1p
Dupa primul pas avem repartitia: I=a-b, 11=2b, lll=c. 1p
Dupa al doilea pas avem repartitia: I=a-b, lI=2b-c, llI=2c. 1p
Dupa al treilea pas obtinem: I=2(a-b), 11=2b-c, llI=2c - (a-b) 1p
2(a-b)=2b-c=2c-(a-b)=72:3=24 1p
a—b=12 1p
c =18 mere in lada a treia 1p
a+b=54 1p
Finalizare: a =33 mere in prima lada si b=21mere in a doua lada 1p
TOTAL 10p
Problema 2 Oficiu 1p
a) Cazul n=0 1p
Cazuln>1 4p
5" +3=4.-(5"145"2+...+5245+2) 1p
b) U(25"+3 4 75"+3) = U(2% + 7%P) lp
U(2*) = 6,U(7%) =1 1p
U(25n+3 + 75n+3) =7 lp
Finalizare
TOTAL 10p
Problema 3 Oficiu 1p
a si b au paritati diferite, a - b este par 2p
2¢ este impar, decic =0sia-b = 2016 2p
2016 = 2% - 32 - 7 admite divizorii impari 1, 3, 7, 9, 21 si 63 1p
Determinarea a = 63,b = 32 3p
Concluzie:a+ b +c =95 1p
TOTAL 10p
Problema 4 Oficiu 1p
Fiek=a,_1a,_; ...a;ay, unden € N,n > 2 2p
k =10""1 ap_ g+ @y a1, 2p
k >10""* an (1) 2p
10" "1 =10-10-...-10 >an- @n-3- ... - A1 Ao (2) 2p
Din relatiile (1) si (2) deducem k>a,_; - ap-2 ... * a1 A 1p

TOTAL

10p
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1. Se considera un numar prim p > 3.
a) Demonstrati ca restul impartirii lui p la 4 este 1sau 3.
b) Demonstrati ca numarul (p—1)p+1) este divizibil cu 24.
G.M. 10/2008
b’+4  a

a
2. Se considera egalitatile — = Si —:i, unde a,b si C sunt numere naturale.
4 Db+1 8 14

a) Aratati ca 4 divide a.
b) Gasiti toate tripletele (a,b,c) care verifica simultan relatiile din enunt.

Cerasela Bociu

3. Se considera punctele coliniare A4, 4,, A3, ... A,, in aceasta ordine, astfel incat A;4, = 1cm, A,A; =
2cm, A,_1A, =n—1cm, fiind un numar natural, N >1.

a) Calculati lungimea segmentului [A&Ago];

b) Determinati distanta dintre mijloacele segmentelor [AiAa] Si [Azaa%o]-

Prof. Schneider Delia, Craiova

4. Se considera unghiurile proprii ZO\B, §0\C, m, 17—071, cu interioarele disjuncte, formate in jurul
punctului O. Unghiul AOB este suplementul unghiului m, precum si al unghiului BOD. Mssurile
unghiurilor AOB Si BOC sunt exprimate, in grade, prin doud numere naturale care au cel mai mare
divizor comun egal cu 30.

Determinati masurile unghiurilor m, E—O\C, C/'O\D, DOA.
Olimpiada Locala, Bucuresti 2014

Nota

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare subiect va fi notat cu puncte intre 1 si 10.
Timp de lucru: 2ore
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Solutii

1.a). Orice numar natural p >3 are una din formele 4k,4k +1,4k +2,4k + 3,k € N*. Cum p >3 este prim

rezulta ca este impar, deci restirile sale la impartirea cu 4 sunt 1 sau 3.
b) Ca la subpunctul anterior se demonstreaza ca p este fie de forma 6k +1 fie de forma 6k +5 si se

analizeazd apoi pentru fiecare caz in parte dar si cazurile k parsi K impar.

2. a) Din a doua proportie rezulta 7a=4c de unde rezultd ca a este par si daca inlocuim a =2k analog
obtinem K par, deci a este divizibil cu 4.

b) Dacd punem a=4Kk in prima relatie, aceasta devine k = b—l+%. Din b +1| 5 obtinem b e {0,4}.
+

Dacd b=0 obtinem a=16 si ¢ =28 iar daca b=4 obtinem a=16 si c=7.
3.a) AA, =AA + AA +...+ AgA,=1+2+3+...+ 29 =435cm
b) AA, =1+2+3+4+5+6=15cm, A A, =28+ 29=57/Cm. Fie Psi Q mijloacele segmentelor
[AA] respectiv [ AgAy . Rezults PQ=7,5+ A/A,; +285=36+(6+7+8+...+27)=399cm
4. Notim m(AOB) = a, m(BOC) = b.
Cum (a,b) =30 =a =30x,b =30y,x,y €N*,(x,y) =1 avem m(40C) +a=180"=>2a+b =
180° = 60x + 30y = 180" =2X+Yy=6=Yy par nenul :y€{2,4}. Dacd Yy=2=>X=2si
(X,y);tl, nu convine. Dacd y =4=>x=1=a=30" = b =120 = m({A0B) =30, m(BOC) =

120°. Din m(BOD) +a = 180° = m(BOD) = 150° = m(4A0D) = 120° = m(COD) = 360° —
120° — 120" — 30°

S1
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Clasa a Vl-a
Problema 1 Oficiu 1p
a) Un numar natural se exprima ca 4k,4k +1,4k +2 sau 4k +3 1p
p>3,p prim, implicd p impar 1p
Finalizare 1p
b) Un numar prim p >3 este de forma 6Kk +1 sau 6k +5 1p
Tratarea cazului p=6k+1 pentru k par siimpar ;p
Finalizare P
1p
TOTAL 10p
Problema 2 Oficiu 1p
a=2k 1p
7k =2c 1p
Finalizare 1p
5
b) Scrierea relatiei k =b—-1+——, unde a=4k
) i tiei b1 u 2p
b+15=be {0,4} 1p
b=0=a=16,c=28 1p
b=4=a=16,c=7 1p
TOTAL 10p
Problema 3 Oficiu 1p
a)AA, =AA +AA+. +AA,=1+2+3+...+29=435cm 4p
b) AA =1+2+3+4+5+6=15cm, A A, =28+29=57cm 2p
Fie P si Q mijloacele segmentelor [AiAG]' respectiv [A28A30]
PQ=7,5+ AAg+285=36+(6+7+8+...+27)=399cm 3p
TOTAL 10p
= 2X+Yy=6=Y parnenul = ye{2,4}.
Problema 4 Oficiu 1p
m(AOB) = a, m(BOC) = b. 1p
(a,b) =30=a =30x,b =30y,x,y EN",(x,y) =1
m(A0C) + a = 180" = 2a + b = 180° = 60x + 30y = 180° 1'0
p

= 2X+Y=6=Y parnenul :>ye{2,4}

1p

S1
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y:2:>X:2 si (X,y);tl, nu convine

o o — o 1
y=4o>x=12a=30"=b=120° > m{A0B) = 30", 12
m(BOC) = 120°. 1o

m(BOD) + a = 180" = m(BOD) = 150° = m(A0D) = 120" = 1p
m(COD) = 360° — 120" — 120° — 30°
1p

TOTAL 10p
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1. Fie n > 2, numar natural. Determinati restul impartirii numarului n(n +1)(n +2)lan-1.

Gazeta Matematica 2010

2. Determinati numerele naturale x, y, zeN, stiind ca:

4x 4y 5x+z

4x+3  y+8  A4y+3z+2

%k %k %k
3. Se considera paralelogramul ABCD in care varful A este egal departat de dreptele BC, CD si

BD. S& se arate ca ABCD este romb si sa se calculeze m(3BAD).

* %k %k

4. Fie triunghiul isoscel AABC cu [AB]E[AC] si m(«/B)>30°. Fie M un punct situat in

interiorul triunghiului AABC astfel incat m(£MBC)=30"si m(LMAB):%m(LBAC).

Calculati masura unghiului AMC.

%k %k %

Nota

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare subiect va fi notat cu puncte intre 1 si 10.
Timp de lucru: 3 ore
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1. Numarul n(n+1)n+2)=((n—1)+1)(n—-1)+2X(n—1)+3)=M, , +6. Pentru orice n numar
natural cu n > 7 restul obtinut este 6. Pentru ne {2,3,4,7} restul este 0. Pentrun =5 restul
este 2, iar pentru n = 6, restul este 1

(iv)
ii3<1 lp4—y<1:4y<y+8 =>3y<8=>y<—

2. Din 4x < 4x + 3,xeN = "
dar yeN = ye{0,1,2}.

a) Dacay=0 $x=05iz=0.

4 3
= x==-¢N.
4x+3 9 5

=—=>x=3=>z=5.
4x+3 5

b) Dacay—1=>

c) Dacdy=2>=
Asadar solutiile sunt: x=y=z=0 si x=3,y=2,z=5.

3.Deoarece A este egal departat de dreptele BC si BD (ip), rezultd cd [BA este bisectoarea

F D
L x c
¥
y
x
A x B
Unghiului <DBE,Ee(CB > m E (xDBA) =
m(XABE) = x. Analog m(xADB) = m(XADF) =y, Fe(CD. Din ABCD

paralelogram = m(«XCDB) = m(XABD) = x(alt. int) si m(XDBC) = m(XADB) =
y (alt. int.) = m(XEBA) + m(¥ABD) + m(xDBC) = 180" = 2x + y = 180° (1) si
m(XCDB) + m(XADB) + m(XADF) = 180° = 2y + x = 180° (2) Din (1) si (2) =
2x+y=2y+x=>x=y=[AD] = [AB] . Dar ABCD este paralelogram = ABCD
romb.Dinx=y si2x+y=180° = x =y = 60° = m(XBAD) = 60°.

3. Fie ADLBC. Fie {E}=BM nAD. Deoarece ABEC este isoscel, avem ca
m(£ECD)=m(£EBD)=30°.Cum m(£DEC)=m(£MEC)=m(<MEA)=60°, avem ci (EM
este bisectoarea LZAEC. Cum (AM este bisectoarea ZEAC, obtinem cd (CM este
bisectoarea Z/ACE . si m(£AEC)=120°. Dar,

=150°

m(ZAMC) = 180° — (m(MCA) + m(CAM )) = 180° — 280~ m§4AEC)
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Clasa a Vll-a
Problema l Oficiu 1p
Scrierea numarului N(N+1fn+2)=M_, +6 4p
n > 7 restul obtinut este 6 1p
ne {2347} restul este 0 2p
n =5 restul este 2 1p
n = 6, restul este 1. 1p
TOTAL 10p
Problema 2 Oficiu 1p
Dindx <4x +3,xeN=> —< 1 2p
4x+3
g 4y N 1= 1p
Op) 4y
;<1=4y<y+8 :o3y<8=>y< ,dar yeN = ye{0,1,2}. 2p
d) Dacdy =0 =2x=0siz=0. 1p
e) Dacay—1=>4x+3 —=>x——6£N 1p
f) Dacdy=2>= ¥ i x=3>27=5. 1p
4x+3 5
Asadar solutiile sunt: x=y=z=0 si x=3,y=2,z=5 1p
TOTAL 10p
Problema 3 Oficiu 1p
Figura 1p
Deoarece A este egal departat de dreptele BC si BD (ip), rezulta cd [BA este 1p
bisectoarea unghiului <DBE, Ec(CB = m(<DBA) = m(<ABE) = x.
Analog m(xADB) = m(&ADF) = y,Fe(CD. 1p
Din ABCD paralelogram = m(XCDB) = m(<XABD) = x(alt. int) 1p

m(xDBC) = m(XADB) = y (alt. int.)
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= m(XEBA) + m(XABD) + m(«XDBC) = 180° = 2x + y = 180° (1) 1p
sim(«CDB) + m(XADB) + m(<ADF) = 180" = 2y + x = 180° (2) 1p
Din(1)si(2)=>2x+y=2y+x=>x=y=[AD] = [AB]. 1p
Dar ABCD este paralelogram = ABCD romb. 1p
Dinx =y si2x+y=180° = x = y = 60° = m(<BAD) = 60°. 1p
TOTAL 10p
Problema 4 Oficiu 1p
AD L BC. 1p
{E}=BM n AD. m(£ECD)=m(£EBD)=230°. 1p
m(£DEC)=m(£MEC) = m(£MEA) = 60° 2p
(EM este bisectoarea ~ZAEC 1p
(AM este bisectoarea ZEAC 1p
(CM este bisectoarea ZACE. 1p
m(£AEC)=120° 1p
Finalizare, m(<AMC)=150° 1p

TOTAL 10p
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Concurs de selectie Centrul Judetean de Excelenta Dolj

Matematica
Clasa a Vlil-a
21.02.2015

1. Fie a=10—+19 —y10++19 . S se calculeze (a+ \/5)2015_

%k %k %k

2. Demonstrati cd dacd a, b, ¢ € (1, ) astfel incat abc = 2+/2 atunci avem inegalitatea:

(@a+ Db +1D(c+1)>8@a—-1)b-1(c-1)

%k %k %

3. Fie O centrul bazei unei piramide regulate VABCD. Stiind ca unghiul dintre planele (VAB) si

(VBC) este de 60° iar distanta de la O la o muchie laterald este de 2./6 cm, determinati

inaltimea piramidei.

Gazeta matematica
4. Fie A ABC echilateral cu E € [AB], F € [AC] astfel incat AE = 2BE, CF = 2FA, CE N

BF = {T}si PA 1 (ABC). Aratati ca:

a. EF L (PAC)
b. (PAT) L (CEP)

**k*k

Nota

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare subiect va fi notat cu puncte intre 1 i 10.
Timp de lucru: 3 ore
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Concurs de selectie Centrul Judetean De Excelenta Dolj
Matematica
Solutii clasa a Vlll-a:

1. Pentruca \/10—\/E <\/10+\/E =a<0.
Dincalcul a2 =2.Cum a<0=a=—/2.
Deci, (a+\/§)2015=0.

2 s XS

a-1 a-1

Al

2. Pentrua > 1 avem Z—: =1+ . Scriind analoagele si inmultind avem:

(a+1)(b+1)(c+1)>8-2ﬁ
(@a-DOB-1(—-1)  +abc

3. VB =(ABV ) (CBV ). Dacd AP VB, din AABV = ACBP, deducem cd CP L VB si atunci

unghiul dintre planele (VAB) si (VBC) este unghiul dintre AP si CP.

Presupunand ca unghiul dintre AP si CP este ZAPC , atunci AC=AP.

Dar AP < AB si atunci AP? + CP?2 — AC? < AB?+ CB%2— AC? =0, ceea ce este imposibil. Rezults ca
unghiul dintre dreptele AP si CP este suplementul ZAPC. Deci, m(ZAPC)=120°. Din
AP 1 VB si CP LVB rezultd cd VB L (APC), de unde OP 1L VB . Adic3, d(O,VB) =OP. In

triunghiul AAOP avem AQO = 6\/5, AC =12\/§, rezultd ca AB = 12 cm. Din ABOP dreptunghic

in P avem PB = 4+/3 si cu teorema catetei in AVOB obtinem VB = 63
Deci, VO=6 cm.
4,

=8

a) ABEC =AAFB (L.U.L.) = «BEC = «BFA
Patrulterul TFAE este inscriptibil. Avem cd m(<XETA) = m(XEFA) =90° = AT 1
ECsiEF L AC.
EF L ACsiEF L AP = EF L (PAC)
b) EC L AT siEC L PA = EC L (PAT).
Din EC c (CEP) si din precedenta relatie = (PAT) L (CEP).
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Barem de corectare

Clasaa Vlll-a
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Problema 1 Oficiu 1p
V10-+19 <+/10++19 2p
a<0 1p
a’=2 3p
a=-/2. 2p
Finalizarea 1p
TOTAL 10p
Problema 2 Oficiu 1p
Dacia>l =1+
a—-1 a—-1 3p
2\/_

1+—=22 |=>"= 2p
Inmultirea celor 3 inegalititi analoage 3p
Finalizare 1p
TOTAL 10p
Problema 3 Oficiu 1p
Fie AP LVB =CP LVB 1p
Unghiul dintre dreptele AP si CP este suplementul ZAPC 2p
m(£APC) =120° 1p

VB L (APC) 1p
d(0,VB) = OP 1p
AB=12cm 1p
VB =6+/3 1p
VO=6cm 1p
TOTAL 10p
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Problema 4 Oficiu 1p

a. ABEC = ABFA 1p
Patrulaterul TFAE inscriptibil. 2p
Demonstrarea: AT L ECsiEF L AC . 4p
EF L (PAC) 1p

b. (PAT) L (CEP) 1p

TOTAL 10p
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Concurs de selectie Centrul Judetean De Excelenta Dolj

Matematica
Clasa a IX-a
21.02.2015

1. Determinati numerele reale X si y care verifica ecuatia :

2. /X+Yy++2-4x+5,/26 -4y =%

Gabriel Tica
2. a) Sa se demonstreze ca daca a>1 atunci pentru orice numar natural n>2, are loc
inegalitatea
(1+a)' >1+(n+Da.
b) Sa se demonstreze ca daca a>1 atunci pentru orice numar real x>2, are loc
inegalitatea lui Bernoulli

@+a) >1+xa.

Sorin Puspand

3. Sa se demonstreze ca pentru orice numar real x, cel putin unul dintre numerele

X—VXx*=x+1, x++x*—x+1 apartine intervalului {#,H‘/ﬂ.

2

Sorin Puspand

AM NB PC

= = . Sa se demonstreze
MB NC PA

4. Fie AABC si M e(AB),N €(BC),P «(CA) astfel incat

ca AABC si AMNP au acelasi centru de greutate.

Nota

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare subiect va fi notat cu puncte intre 1 si 10.
Timp de lucru: 3 ore
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Concurs de selectie Centrul Judetean De Excelenta Dolj
Matematica - Clasa a IX-a — Solutii

1. Din conditiile de existenta rezulta x+y20,xs% Si ysl—;’. Notam a=./x+y, b=v2-4x si

c=,/26—4y . Atunci se obtine sistemul 2a+b+50=%3 si 4a®+b?+c?=28. De aici rezulta

4a® +b? +c®—4a-2b-10c=—27< (2a-1)?+(b-1)%+(c—5)*>=0. Rezult3 x=y=% care nu

. r . 1
verifica conditia a= E

2. a) Prin inductie matematica dupa n.
b) Avem succesiv (1+a)* > (1+a)! >1+(1+[x]}a > 1+ xa.

3. Notdm x, =x—+x*—x+1 si x, =x++/x*—x+1. Daca presupunem ca x, i X, nu apartin
1-43 1+4/3 J3 1 3
2 2

1 :
—=|>—,|X, —=|>—, care prin
% 2‘ 27 2|7 2 P

intervalului [ } atunci au loc inegalitatile

inmultire conduc la %>% fals.

4. Daca notam cu k valoarea comuna a celor trei rapoarte atunci din MB=k-MC

e — 1 = k =
obtinem r, —-r, =kir. —-r,, |Jdeunde r, =——r, —r..
t B M (c M) M 1—k B 1—k C

1
—r.——1I,,L,=——r,———1,, care prin sumare conduc la
1K 1-KMP 1K 1-k® P

My + Ty + T =T, + 15 +1, de unde rezultd ca cele doud triunghiuri au acelasi centru de

Analog obtinem rT{ =

greutate.
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Concurs de selectie Centrul Judetean De Excelenta Dolj

Matematica - Clasa a IX-a — Barem

Problema 1 Oficiu 1p
Notam a=,/x+y, b=+v2-4x si c=,/26-4y. 1p
2a+b+5c=% si 4a2+b? +¢2 =28 2p
4a® +b? +c? —4a—2b—10c = —27 2p
(2a-1)%+(b-1)°+(c-5)%=0 2p
Finalizare 2p
TOTAL 10p
Problema 2 Oficiu 1p
a) Etapa de verificare: n=2 1p
Etapa de demonstratie 2p
b) Monotonia functiei exponentiale cu baza supraunitare 1p
=[x]+{x} 1p
Inegalitatea (1+a) > (1+a)" 1p
Inegalitatea (1+ a)[x] >1+(L+[x])a ce rezults din subpunctul anterior 1p
Inegalitatea 1+(1+[x])a > 1+ xa 1p
Finalizare 1p
TOTAL 10p
Problema 3 Oficiu 1p
Aplicarea metodei reducerii la absurd 1p
3
Scrierea inegalitatilor |X; —% > ?,i e {1,2} P
Tnmultirea celor doud inegalitati 2p
Efectuarea corecta a calculelor pana la forma §>§ 2p
Finalizare 1p
TOTAL 10p
Problema 4 Oficiu 1p
Notarea cu Kk a valorii celor trei rapoarte egale 1p
Scrierea vectoriald MB =k - MC si a analoagelor 1p
Scrierea relatiei FE; —a = k(a —a) si a analoagelor 1p
Deducerea relatiei r = LF——F i a analoagelor
MTI KBTIk $ g 2p

S1
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Sumarea ultimelor trei identitati 2p
Obtinerea relatiei Iy, + 1y +1, =, + 15 + 1 1p
Finalizare 1p
1p

TOTAL 10p
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Concurs de selectie Centrul Judetean De Excelenta Dolj

Matematica
Clasa a X-a
21.02.2015

y . . . 2
1. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia: 3-2* +2-3" +6* =6(x—1)".

2. Fie functia f : R — R, astfel incat (f o f x)=—x*,VxeR

1) Aratati ca functia f este inversabil3;

2) Precizati daca exista functii strict monotone cu proprietatea din enunt. Justificati raspunsul.

3. Demonstrati cd a'°%?.p"%%° > g'o%P . %2 oicarearfi a,b>0,c>1 .

4. Dacad z este un numar complex de modul 1, aratati ca
13
\/§s|1+z|+‘1—z+zz‘sz.

Cand se realizeaza egalitatile?

Nota

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare subiect va fi notat cu puncte intre 1 si 10.
Timp de lucru: 3 ore

S1
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Concurs de selectie Centrul Judetean De Excelenta Dolj

Matematica
Clasa a X-a
-21.02.2015

Solutii clasa a X-a:

1. fmpartim ecuatia prin 6 si obtinem 2** + 3% + 6" =(x —1)2 .

Notim y = X —1si obtinem ecuatia 2¥ +3Y +6Y = y2.

Considerdm functia f :(—0,0) >R, f(y)=2"+3' +6" - y?, strict crescitoare.

Ecuatia f(y)= Oare solutie unicd y=-1=>x=0.

Ardtim c3 ecuatia 2¥ +3Y +6” = y? nu are solutii pozitive folosind metoda reducerii la absurd.
Presupunem c3 existd t > Osolutie = 2t 43+ 6! =12

Dar 2' +3' +6' >3=t? >3 123 [t]>1.

[t]<t=2"> ot = (1+1)[t] >1+[t]>t=2">t.

2
6' >4' =2% :( t) >t? = 2'+3'+6' >6' >t? =% >t? contradictie, deci solutia unici este X=0.

2. 1) Demonstram ca functia f este bijectiva, deci inversabil3.
Injectivitate:

f(x)=f(x,)=(fof)x)=(fof)x)=-x’=-x"=x% =x, = f injectivs;
Surjectivitate:
Consideram functia g : R > R, g (X) = —X3, strict descrescdtoare, Img =R, deci g bijectiva

= f surjectiva.
Deci f bijectiva, deci inversabila.
2) Presupunem cd feste strict monotond, rezulta ca (f of )este strict crescdtoare.

Dar functia §: R —> R, g (X) =—X* este strict descrescatoare, deci nu exista functii strict monotone cu proprietatea

din enunt.
3. Logaritmam inegalitatea in baza supraunitara c si folosind proprietatile logaritmilor

— Iogc (alogca) + IogC (blogcb) > |09c (alogcb)+ |09c (blogca) —

= (log,a)’ +(log,b)* > 2log, (a)log, (b) = (log, a—log,b)’ >0 (A).
4. Notam t=[1+2/,0<t<2.

t2 =[1+ z|2 =(1+2)(1+7)=2+2+7 deci 7+7 =t?—2. Rezults:

‘1—z+22‘2 =(1—z+22)(1—7+72)=3—2(z+7)+ 22 +72 =(z+7—1)2 =(t2 —3)2.
Inegalitatea de demonstrat devine \ESH‘IZ —3‘£%,te[0,2] (*).

24143, te[O,\E]

Daca f (t) =t+‘t2 —3‘ = atunci variatia functiei f este urmatoarea:
t? —t-3, te(\ﬁ,Z]

S1



Deci \f3< f(t)s%.
. A . . A 1,.43
Egalitatea din stanga se realizeazs cand t=+/3 < z :Eil7.
15

Egalitatea din dreapta se realizeaza cand t=%<:> z =—%J_ri— .
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Clasa a X-a
Problema 1 Oficiu 1p
Impartim ecuatia prin 6 si obtinem 23l (X —1)2 . 1p
1
Notim y = X —1si obtinem ecuatia 2¥ +3Y +6Y = y2. 12
Considerdm functia f : (—oo, O) >R, f (X) =2 +3 +6* —x?, strict
crescatoare.
Ecuatia f(y): O are solutie unicd y=-1=x=0. 1p
Arstdm c3 ecuatia 2¥ +3Y +6” = y? nu are solutii pozitive folosind metoda 1p
reducerii la absurd. 1
Presupunem c3 existd t > 0 solutie = 2t +3t 16t =12 P
Dar 2 +3' +6' >3=t? 23123 [t]>1. 1p
[tj<t=2 =2 sl s14[t]> 1= 20>t 1p
Finalizare 1p
TOTAL 10p
Problema 2 Oficiu 1p
f este inversabild < feste bijectiva 1p
Injectivitate: 2p
Surjectivitate: 2p
f bijectiva, deciinversabila.
Presupunem ca f este strict monotona, rezulta ca (f of )este strict crescatoare 2p
Dar functia g R >R, g (X) = x> este strict descrescitoare, deci nu exist3 2p
functii strict monotone cu proprietatea din enunt
TOTAL 10p
Problema 3 Oficiu 1p
Logaritmam in baza c: 3p
log, log, b log, b log,
log, (2" ) +log, (b"**) > log, (a"**) +log, (b"**)
2 2
= (log.a) +(log.b) >2log, (a)log, (b) 3p
Finalizare 3p
TOTAL 10p
Problema 4 Oficiu 1p
t=[1+ z|,0£t£2:>t2 =[1+ z|2 =(1+ z)(1+7)=2+z+7:>z+7:t2 -2 5
p
2 2
1-72+2% =(1-z+22)(1-7+7%)=3-2(z+7)+ 2+ 72 =(2+7-1)* =(t? -3
Loz (a1 z 2t - 2(ze ) a2 (20 = (2 -3) "
1p

Inegalitatea de demonstrat devine \/§£t+‘t2 —3‘ s?,t €[0,2]

S1
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2 4t43, te[O,\E]

f(t)=t+‘t2—3‘= ,
t —

t-3, te(\E,Z]
0 1 NG 2
t 2
f(t) ‘ 3/ % NGBS 3
. A . . A 1, .43
Egalitatea din stanga se realizeazs cand t=+/3 < z :Ei |7
. . . A 1 7  .~N15
Egalitatea din dreapta se realizeaza cand t=E<:> z =—§il?
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1p

1p

1p

1p

TOTAL

10p
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Matematica

Clasa a Xl-a
21.02.2015

s . 1 2015
1. Se considera matricea A= }

1

a b
a) Arataticadaca X € M,(R) cu AX = XA, exista a,b e R astfel incat X :[O J
a

b) Determinati matricele Y € M,(R) pentrucare Y = A.

2. Fie A, B € M, (R) matrici inversabile astfel incat A" +B™ =1_ . S& se arate ca:
c=(1,-A)(1,-B).

b) det| 1,~A’~B°+(AB)’ |>0.

3. Fie sirul de numere reale strict pozitive (x,),s, definit prin x,=x =1 si

n(n + 1) (X414 %n-1 = Xuy/2n) = 201 "%, Y > 1.

Calculati lim x,.
n—o0

4. Fie un sir (x,),> Cu proprietatea:
. 1 1 .
Xp > 0six, ;g ——=x, + . (V) n > 1. Sa se calculeze :
Xn+1

I|m—i 1+ i
n—)w\F Xn ’

Nota

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare subiect va fi notat cu puncte intre 1 si 10.
Timp de lucru: 3 ore
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Concurs de selectie Centrul Judetean De Excelenta Dolj

Matematica
Clasa a Xl-a
-21.02.2015

Solutii clasa a Xl-a:

X
l.a) Luam X :( i/]eMz(]R%) . Din conditia AX = XA gasimca x=t si z=0.Notam X=a,y=Db
z

. 5 (a b]
sirezulta X = :
0 a

a b
b) Din AY =Y =YA, conform punctului a) deducem ci Y = (O aj,a,b eR si

g _ a®%  2015a%%p
o 0 a2015

11
Rezulti a=b=1deci Y = .
01

2.a)Din A"+B*=1,=1 +AB"=A= A+B=AB si prin urmare (I, — A) - (I, — B) = I,.

b) Matricea (I,, — A) fiind inversabila, cu inversa (I, — B), rezultaca (I, — A) - (I, — B) = I,
< BA=A+B. Deci AB=BA si avem:

I,—A®*—B3+(AB)?3=1,—-A*-B3+A3B3=(I,— A% (I, - B®) =

=U,—-A)-U,—B)-U,+A+A*>)-(I,+B+B*)=(U, +A+ A% (I, + B + B?).

cum det(l, + X + X2) = 0,V X € M,(R), rezulta det[ln A B +(AB)3] >0,

L . . X X 1 1
3. Relatia din enunt se scrie echivalent ~ML - -~ __~ _wn>1.
‘ /xn X,y N N+l

Avem succesiv:

X A4 g 11 _
ﬁf‘ 2ff23 "Pa Pox non+l

. . X 1 .
Prin adunare membru cu membru obtinem: ~2#L =2~ sau echivalent

NS n+1
1 *
Xni1 = e ,Vn=0(*)

Prin inductie dupa n se obtine imediat ca x, <4,vne N.
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Studiem monotonia sirului (x,) . scriind relatia (*) astfel: =% = %H,Vn eN.
> X, X

- . . o o 1
Demonstram prin inductie dupa ne N ca , jxn <2—-——,vneN.
n+1

Etapa de verificare: \/x; <2 —ﬁ <1<1, adevarat.
+

. 1 .
FEtapa de demonstratie: presupunem ca af X, <2 —-—— si demostram ca ,/ Xpq <2———.
p 3 p p n n+l n+1 nt?2

2

1 1 1

Avem: x :w/x 2——|f|2—| oYX 41 <2—<2———,
n+1 n( I'H—lj ( n+1j n+:

Prin urmare sirul (x, ), este crescator si marginit, deci convergent.
Trecand la limita in relatia (*) obtinem lim x, =4.
n—o0

1

1 . «
+ — > 0 = (x,),>1 este strict crescator.
Xn+1 Xn -

Presupunem ca sirul (x,,),>1 este marginit superior, deci va fi convergent. Trecand la limita in relatia de
recurenta obtinem:
1 1 . -
l—-1= 7 + 7 cu [ > 0. Contradictie, deci limx, =oo.

n—o0

4. Xn+1 — Xn =

Xn+1 1 1
nt =1+—+—2—>1
Xn Xn+1 " Xn  Xp
11 1 1
Xz—xl—z P y Xn xn_l—x— PR
n n—

Prin adunarea relatiilor se obtine:

1 1 1
2(=H ) = x g

X1 X3 n X1
2 2 2
lim(x_11+ +%) lim(x_11+ “+x"1+1) _(x_11+ +%) 1=
N—oo n n—eo n+1l-—n



CENTRUL JUDETEAN DE EXCELENTA DOLJ

. : . . MINISTERUL EDUCATIEI §I
,‘w? ’ N Str. Ion Maiorescu Nr.2, 200760 Craiova, CERCETARII ST[INTIFICE
e E-mail: cjex.dolj@gmail.com Web: www.isj.dj.edu.ro
Barem de corectare
Clasa a Xl-a
Problema 1 Oficiu 1p
X 1p
a)X =( yjeMz(IR{)
z t
AX =XA=x=t,2=0 1p
a b 2
b) AY :Y2°16:YA:>Y:( j,a,beR P
0 a
y s _ [am’ 2015a2°“bj 3p
0 a.2015
v 11
o 1) 2p
TOTAL 10p
Problema 2 Oficiu 1p
a) A’1+B’1=In:>In+AB’1=A:>A+B=AB:>(In—A)- 3p
(In - B) = I,
b) (I,-A)-(U,—B)=1, <BA=A+B 1p
I, —A3—B3+ (4B =, +A+A?»)-(I, + B+ B?)
3p
det(l, + X + X2) = 0,V X € M,(R) =>o|et[|n _A —B3+(AB)3}20. 2p
TOTAL 10p
Problema 3 Oficiu 1p
Kg M 11
S xoa n on+l 2p
X o4 4 1 % 11 X X% 1 1 1p
E Xo Z’E X 2 3E X, ; N n+l
. X 1 1 1p
Prin adunareavem ™ =2~ «—x . =X, | 2——— |,¥n>0
\/K n+1 ﬁ( n+1j
Prin inductie dupa n: x, <4,vneN. 1p
2p

1
Prin inductie dupa ne N . ,/x <2—-——,VneN.
. P - N n+1
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Sirul ( este crescator si marginit, deci convergent 1p
lim x, :4. 1p
N—o0
TOTAL 10p
Problema 4 Oficiu 1p
Xn41 = Xp = = +=>0= (x,,) este strict crescator 1p
n+1 Xn
limx, =0 2p
Indl — 1 4 + iz -1 2p
Xn Xn+1'Xn Xn
1 1 1 1 1
2<—+—+-~-+—)=xn+——x1+— 1p
X1 X2 Xn Xn X1
1 112
( ot ) 2p
lim - " X/ _1q
n—oo
Finalizare 1p
TOTAL 10p
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